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Рассмотрена задача построения векторного фильтра обеления коррелированных помех в 

многодиапазонных РЛС. Синтез фильтра осуществлѐн на основе авторегрессионной модели 

радиолокационного сигнала, представленного многомерными коррелированными 

наблюдениями, полученными единовременно. Предложено использовать переопределенную 

векторную авторегрессионную модель (VAR). Показано, что еѐ применение даѐт возможность 

на четырѐхкомпонентной экспериментальной выборке увеличить на 10…15 дБ коэффициент 

подавления коррелированных помех по сравнению с обычной векторной авторегрессией того 

же порядка p=2. Выигрыш достигается за счет учета ошибок линейного предсказания, 

выходящих за длину p лага. 

 

В многодиапазонных РЛС результаты наблюдений за объектом, поступающие по M 

различным частотным каналам, могут быть представлены в виде реализации X 

дискретного марковского векторного M-мерного (M
 
≥2) случайного процесса конечной 

связанности: 

X=[x0; x1; …; xt; …; xT−1],    (1) 

где xt=[x0,t; x1,t; …; xm,t; …; xM−1,t]
T
 — М-мерный векторный t-й временной отсчѐт 

процесса наблюдения; xm,t — значение t-го наблюдения в m-м канале; T — количество 

векторных отсчѐтов xt в реализации X; m=0, 1, …, M−1; t=0, 1, …, T−1; 
T
 — знак 

транспонирования. 

При наличии нескольких каналов наблюдения обычно используют два подхода. 

Первый из них предполагает объединение всех M каналов путѐм их аддитивного 

взвешенного суммирования для последующего скалярного спектрального анализа. 

Второй подход состоит в выявлении одного канала, в котором зафиксированы 

наибольшие изменения интенсивности, для дальнейшей обработки. Оба этих подхода 

неполно используют информацию о межканальной корреляции, неявно полагая либо 

синхронное изменение объединяемых компонент векторного процесса X, либо, при 

исключении M−1 каналов из рассмотрения, отсутствие статистической связи между 

каналами наблюдения [1]. Фактически оба подхода сводят векторную задачу к 

скалярной, ограничиваясь временным рядом x: 

x=[x0; x1; …; xt; …; xT−1],    (2) 

где xt=w
T
xt, t=0, 1, …, T−1; w

T
=[w0; w1; …; wm; …; wM−1] — весовой вектор аддитивной 

суммы M каналов наблюдения; 0≤wm≤1, m=0, 1, …, M−1. 

При выделении только одного канала достаточно положить не соответствующие 

ему компоненты wm весового вектора w нулевыми, а при объединении всех каналов 

выбрать коэффициенты из условия 1≥wm>0. В частности, предположение о равном 

вкладе всех M компонент приводит к их простому сложению с единичными весами 

wm=1. Преимущества подобного перехода от векторной задачи анализа 

M-компонентной реализации X к скалярной обработке одномерного процесса x состоят 

в существенном упрощении алгоритма обработки для выявления информационных 

признаков из массивов наблюдений. Однако платой за подобное упрощение служит 
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резкое снижение эффективности обработки радиотехнических сигналов. Поэтому ниже 

использован векторный подход, предполагающий совместную обработку всех M 

компонент векторных отсчѐтов xt. 

Математическое описание реализации X векторного процесса линейной 

авторегрессионной моделью предполагает, что текущий M-компонентный отсчѐт xt 

может быть выражен через аддитивную взвешенную сумму p предыдущих отсчѐтов 

этого процесса [2]: 

xt=
1

p

k t k

k





A x +εt,    (3) 

где εt — M-мерный вектор-столбец t-го векторного отсчѐта 

εt=[ε0,t; ε1,t; …; εm,t; …; εM−1,t]
T
 реализации ε=[ε0; ε1; …; εt; …; εT−p−1] векторного процесса 

ошибки линейного предсказания; Аk=[Aj,ik
] — (M×M)-мерная матрица k-го 

коэффициента линейного предсказания, j=0, 1, …, M−1; i=0, 1, …, M−1. 

Векторный фильтр моделирования M-мерного процесса наблюдения, который 

представляет собой мультиспектральные радиоотражения от протяжѐнных мешающих 

объектов (пассивные помехи), реализует процедуру    (3) в следующем виде [3]: 

yt=xt−
1

p

k t k

k





A x ,    (4) 

где M-мерный вектор-столбец yt=[y0,t; y1,t; …; ym,t; …; yM−1,t]
T
 имеет смысл t-го 

временного отсчѐта εt реализации ε процесса ошибки линейного предсказания в том 

случае, если под x подразумевается исходный векторный коррелированный процесс; 

реализация y=[y0; y1; …; yt; …; yT−p−1] представляет собой фрагмент модельного 

процесса, когда на вход фильтра подаѐтся векторный белый гауссовский шум, т.е. 

xt=[u0,t; u1,t; …; um,t; …; uM−1,t]
T
, где um,t — t-ый отсчѐт комплексного белого гауссовского 

шума на m-ом входе векторного авторегрессионного фильтра. 

Ключевым моментом при практической реализации процедур    (3),    (4) векторной 

фильтрации является нахождение коэффициентов Aj,ik
, с наборами которых 

производится свѐртка серий дискретных отсчѐтов радиотехнических сигналов. 

Определение M
 2

p компонент Aj,ik
 матричных коэффициентов Аk производится на 

основе предположения, что векторный процесс ошибки представляет собой 

некоррелированный шум, т.е. все M·T компонент εm,t реализации ε статистически 

независимы. 

Для нахождения неизвестных p (M×M)-мерных коэффициентов Аk удобно 

представить их как единую (M×pM)-мерную матрицу А=[А1; А2; …; Аk; …; Аp], которая 

является аналогом вектора коэффициентов скалярной линейной авторегрессии при 

описании однокомпонентного процесса вида    (2). Тогда уравнение    (3) можно 

представить в следующем виде: 

xt=A+εt,    (5) 

где 1tx  — pM-мерный вектор-столбец предыдущих t−p значений реализации X, 

которые сгруппированы последовательно. Структура вектора 1tx  показана ниже: 

T
1tx =[ T

1tx ; T
2tx ; …; T

t kx ; …; 
T
t px ]. 

Для нахождения всей группы из p матричных коэффициентов A векторной 

авторегрессии помножим обе части уравнения    (5) справа на вектор 
*T

1

~
t

x : 

xt=A
*T

11

~~
 tt

xx +εt
*T

1

~
t

x ,    (6) 

где 
*
 — знак комплексного сопряжения. Усредняя    (6) по t, получаем аналог 

скалярного уравнения Юла-Уолкера для авторегрессионного процесса в векторном 
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виде: 

k=AK+0 <=> A=kK
−1

,    (7) 

где k — (M×pM)-мерная автоковариационная матрица описываемого векторного 

процесса; 0 — (M×pM)-мерная нулевая матрица, отражающая полагаемое отсутствие 

ковариации между процессом ε ошибки и отсчѐтами исходного процесса; K — 

(pM×pM)-мерная ковариационная матрица процесса X, имеющая структуру теплицевой 

и эрмитовой блочной ленточной матрицы: 

K=

0 1 1

T*
1 0

1

T* T*
1 1 0

p

p





 
 
 
 
 
 
 

K K K

K K

K

K K K

,    (8) 

где подматрицы Kk, k=0, 1, …, p−1, имеют смысл обобщѐнных матричных 

коэффициентов ковариации k-го порядка векторного процесса. Коэффициент Kk может 

быть представлен как (M×M)-мерная матрица следующего вида: 

Kk=

0,0 0, 0, 1

,0 , , 1

1,0 1, 1, 1

k mk M k

m k m mk m M k

M k M mk M M k

K K K

K K K

K K K





   

 
 
 
 
 
 
 
 

, 

где 
kmj

K
,

 — коэффициент ковариации k-го порядка между j-м и m-м процессами, 

входящими в качестве компонент в рассматриваемый векторный процесс, 

 j, m=0, 1, …, M−1.  

При j=m величина ,j mkK  представляет собой автоковариационный коэффициент 

k-го порядка m-го процесса. Аналогично структуре K в    (8) (M×pM)-мерная 

автоковариационная матрица k имеет вид: 

k= ][
21 p

KKK  .    (9) 

Матрицу P мощностей возбуждающего шума с мерностью (M×M) можно получить, 

решая линейную систему уравнений вида: 

[P; 0]=[I; −A]



















0

*T

1

*T

1

0

*T

1

10

KKK

K

KK

KKK









p

p

,  (10) 

где I — (M×M)-мерная единичная матрица. Отметим, что система  (10) представляет 

собой обобщѐнное уравнение Юла-Уолкера для авторегрессионного процесса при его 

векторном представлении и получена из    (8),    (9) путѐм дополнения матрицы K 

левым верхним окаймлением в виде матрицы k: 

[I; −A] 








Kk

kK
*T

0
=[P; 0].      (11) 

Тогда искомая матрица P дисперсий M-мерного возбуждающего шума находится 

из упрощенной системы линейных уравнений: 
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P=[I; −A] 







*T

0

k

K
.      (12) 

Общим недостатком изложенного подхода является отсутствие возможности учѐта 

при нахождении параметров A старших (при k>p) матричных коэффициентов Kk 

ковариации. 

Вместе с тем наращивание лага p, т.е. порядка векторной модели, не только 

придаѐт ей излишнюю громоздкость, но и может вызвать появление ложных 

спектральных пиков, что затрудняет последующее подавление мешающих 

радиоотражений. 

Ложные спектральные пики возникают из-за неточных оценок коэффициентов 

ковариации старших порядков k, что обусловлено ограниченностью числа T отсчѐтов xt 

исследуемой выборки X процесса. Однако низкие порядки p модели часто не дают 

возможность получить удовлетворительные спектральные оценки из-за неадекватности 

модели реальному процессу. Это обусловлено тем, что реальная связность 

исследуемого марковского процесса может оказаться выше, чем p. 

Предлагается компромиссное решение, которое состоит в построении 

переопределѐнной векторной модели небольшого порядка p=1…10, учитывающей 

дополнительные старшие коэффициенты ковариации Kk при (p+c)≥k>p,  

где c — глубина переопределѐнности модели. 

При одновременном учѐте серии из c ошибок εt, εt+1, …, εt+c векторного линейного 

предсказания выражение    (5) модифицируется [4]: 

[xt; xt+1…; xt+c]=AP[ 1 1; ; ...;t t t c  x x x ]+[εt; εt+1; …; εt+c],  (13) 

где AP — матрица коэффициентов переопределѐнной векторной авторегрессионной 

модели. 

Для решения переопределенной системы  (13) из (c+p+1) матричных линейных 

уравнений с глубиной переопределѐнности c помножим обе части  (13) на матрицу 

[ 1 1; ; ...;t t t c  x x x ]
T*

, обобщив полученное ранее выражение    (6): 

[xt; xt+1…; xt+c][ 1 1; ; ...;t t t c  x x x ]
T*

= 

=AP[ 1 1; ; ...;t t t c  x x x ][ 1 1; ; ...;t t t c  x x x ]
T*

+ 

+[εt; εt+1; …; εt+c][ 1 1; ; ...;t t t c  x x x ]
T*

. 

(14) 

После усреднения по t и учѐта обстоятельства некоррелированности отсчѐтов εm,t 

реализации ε процесса ошибки линейного предсказания выражение (14) приобретает 

вид, аналогичный    (7): 

kP=APKP+0P <=> AP=kPKP
−1

,    (15) 

где kP, KP — прямоугольная (M×pM)-мерная и квадратная (pM×pM)-мерная матрицы 

обобщѐнной ковариации, аналогичные по структуре приведѐнным в    (8),    (9) 

(соответственно). Матрицу мощностей PP возбуждающего шума для переопределѐнной 

модели можно получить по выражению, аналогичному      (12), заменив в нѐм матрицу 

A на найденные по    (15) значения AP: 

PP=[I; −AP] 







T*

0

k

K
.      (16) 

Проанализируем предлагаемую методику с целью выработки рекомендаций по 

оптимизации порядков векторных фильтров подавления помех на примере описания 

экспериментальной M-мерной последовательности X, состоящей из T дискретных 

временных отсчѐтов. 

В качестве критерия эффективности обработки используем коэффициент 

подавления коррелированных помех, поступающих по разным каналам наблюдений. 
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Примем в их качестве две пары квадратурных составляющих продетектированных 

радиоотражений в двухчастотной радиолокационной системе с разносом частот на 

одну октаву (число каналов наблюдения M=4). Количество импульсов в пачке (длину 

выборки) примем T=1000. Входная выборка представляет собой синусоидальные 

колебания с частотами F1, F2 и аддитивным белым гауссовским шумом с 

относительной мощностью Pn. Тогда компоненты xm,t векторного отсчѐта xt мешающего 

процесса могут быть представлены в следующем виде: 

x0,t=A1cos(2πF1t+φ1); x1,t=A1sin(2πF1t+φ1); x2,t=A0cos(2πF2t+φ2); x2,t=A0sin(2πF2t+φ2), 

где A1, A1 ; F1, F2 — амплитуды и частоты процесса в первом и втором частотном 

каналах (соответственно);  

φ1, φ2 — начальные фазы процесса в первом и втором частотных каналах.  

Кроме того, предполагается, что на все каналы наблюдения воздействует 

аддитивный белый гауссовский шум с нулевым средним и мощностью Pn. 

С целью анализа алгоритма подавления    (4) мешающих радиоотражений в 

многодиапазонных РЛС произведено имитационное моделирование процесса 

обработки. При этом были приняты следующие параметры помех: A1=A2=1; F1=10; 

F2=20; Pn=0,1. Поскольку от величин φ1, φ2 качество подавления помех, как показали 

эксперименты, не зависит, то фазы выбраны произвольно. Определяющую роль играет 

количество наблюдаемых периодов мешающего процесса в выборке T. Поэтому 

эффективность подавления помехи в первой паре каналов ниже, чем во второй паре 

каналов наблюдения, где частота двое выше (F2=2F1). Этот факт иллюстрируется на 

рис., на котором представлены зависимости коэффициентов Kпп подавления помех от 

величины с переопределѐнности для векторного обеляющего фильтра порядка p=2. 

 

0 10 20 30 40

10

20

30

40

KПП, дБ

c

F2

F1

 
Рис. 1. Зависимость коэффициента подавления помех от глубины переопределённости 

 

Анализ рис. 1. показывает, что имеет место рост коэффициента Kпп подавления 

помех в каждой из двух пар M=4 каналов с увеличением глубины с 

переопределѐнности. Поскольку первая пара каналов (m=0, 1) задействована для 

обработки низкочастотной (F1) компоненты входного процесса, а вторая пара (m=2, 3) 

— низкочастотной (F2), то приводятся две соответствующие кривые. Выигрыш в 

подавлении высокочастотной компоненты выше, что объясняется большим 

количеством периодов процесса на интервале T наблюдения и, как следствие, более 

точной настройкой фильтра второй парой каналов (m=2, 3) на частоту F2 помехи. 
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Отметим, что наращивание величины с свыше 30…45 не даѐт существенного 

прироста в качестве подавления мешающих радиоотражений. Поэтому на практике 

целесообразно руководствоваться рекомендацией: c<20…30. Вместе с тем, для 

больших (p>20) порядков обеляющих фильтров использование переопределѐнности не 

даѐт столь ощутимого эффекта, как в приведѐнном примере. Это объясняется тем, что 

связность Марковской модели процесса оказывается близкой к p, что ограничивает 

преимущества нахождения по    (15) коэффициентов обеляющего фильтра по 

сравнению с известным расчѐтом по    (7) [5]. 

Таким образом, показана возможность повышения эффективности обработки 

радиотехнических процессов путѐм введения в векторную авторегрессионную (VAR) 

модель небольшого (p<10) порядка переопределѐнности оптимизируемой глубины c. В 

приведѐнном примере выигрыши в коэффициенте подавления KПП коррелированных 

помех составляют 10…15 дБ и достигаются за счѐт учѐта группы старших матричных 

коэффициентов Kk ковариации при нахождении матрицы AP коэффициентов 

векторного обеляющего фильтра. 
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